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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Conceptos Basicos

Alfabeto: conjunto de elementos no vacio (como minimo tiene un elemento), con todos los
elementos distintos entre si y finito (no puede tener infinitos elementos).

Se representa entre llaves y separado por comas.

{ o}

Elementos del alfabeto: letras, nUmeros, letras y nimeros, otros simbolos.

Vamos a designar el alfabeto con letras griegas mayusculas (A,B,IN,A,%)

Ej enpl 0

A={a, b, c, ., z}
r={0, 1, 2, ., 9}
s ={#, |, I, = .}

Para expresar la pertenencia de un elemento a un conjunto, lo indicamos asi:

™M H >

il S

Nota: el conjunto vacio (F ) NO puede representar un alfabeto.

Palabra 6 cadena: secuencia finita de simbolos de un alfabeto.

Ej enpl o:

% ={A B C ., Z}
Pal abr as: CASA, B, ZzZX

Al fabeto Binario %, = {0, 1}
Pal abras: 0, 1, 00, 11, 101101

g3 ={/, [, \, -}
Pal abras: /] |\

Vamos a representar las palabras con letras latinas minusculas.

Ej enpl o:
x = CASA
y =3

z =/]|\

Longitud de una palabra: nimero de simbolos que componen dicha palabra. Se representa
situando la letra que define la palabra entre dos lineas verticales.

Ej enpl o:

| x] = 4

Palabra vacia: cadena formada por ningun elemento. Se representa por A.
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Nota: | A|=0

Lenguaje universal: es el conjunto de todas las palabras que se pueden construir con los

simbolos de un alfabeto. Es un conjunto infinito.

Ej enpl o:

z = {A
W) = {A AA AAMA AAAA, .}

Nota: la palabra vacia pertenece a TODOS los lenguajes universales.

Ej enpl o:
Wsg) = {a, b, zzx, .}
s ={A B ., Z a, b, ., z}

Monoide libre

Dado un alfabeto %, todos los elementos de X son palabras de longitud 1 del lenguaje
universal W(Z). Se observa que el resto de palabras, excepto la palabra vacia, se pueden
construir concatenando dichas palabras. Entonces podemos definir el alfabeto:

% = conjunto generacional de W3) — {1}
Wsg) — {7} se le |lama semgrupo |ibre generado por

%

Por lo tanto:

' Semigrupo libre + {2} = Wg)

A este W(Z) le llamamos monoide libre generado por %.
Operaciones sobre palabras

Concatenacién
Dado Z = {A1, A2, A3, ...} tenemos x e y tal que:

Se define w=xy (otra notacion posible es w=x.y) tal que:

Iwl = [x]+y] =i+
wil WZz)

Propiedades
1. Esunaoperacion cerrada, es decir, que:
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

I W)
I W)
y I Wz)

X
y
X

2. Posee la propiedad asociativa.

X (y2) = (xy).z

Nota: cuando un conjunto goza de estas dos propiedades se le llama semigrupo.

3. Existe un elemento neutro.

X |
A
XA =

W)
W)
X

4. No es conmutativa.

Xy # yX

Cabezay Cola

Siz=x.y, xescabezade zeyescolade z.
X es cabeza propiade zsiy # A.

y es cola propiade zsix # A

Ejemplo:

z=ABC

Son cabezas de z: A, A, AB, ABC
Son cabezas propias de z: A, A, AB

Son colas de z: A, C, BC, ABC
Son colas propias de z: A, C, BC

Potencia de una palabra

Se define la potencia i-ésima, o de orden i, a una nueva palabra resultante de la

concatenacion de x consigo misma i veces. Se representa asi x'.

' x' = xxx.x (i veces) >0

Se cumple que x* = x

Ej enpl o:

= ABC
ABCABC

X
X 2
x3 ABCABCABC

La longitud de la potencia de una palabra es [x| =i - |x|
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Reflexion de una palabra

Una reflexién de una palabra es una nueva palabra representada de la forma x™ y se la
denomina palabra refleja de x. Se define como la secuencia de elementos de la
palabra original con orden invertido.

Ej enpl o:

X = ABC
x1 = CBA

La longitud de la palabra inversa es la misma que la palabra original.

Lenguaje (sobre un alfabeto X): es un subconjunto del lenguaje universal W(Z). Es decir
que:

L1 W) |

Conjunto vacio: F ={}. Dado un conjunto cualquiera A, F | A. Existe un lenguaje vacio
F,FI wW(@).

Cardinalidad de un conjunto: dado un conjunto A, su cardinalidad c(A) es el nimero de
elementos del conjunto A.

Cardinalidad de un lenguaje: nimero de palabras del lenguaje.

Ej enpl o:

o F)=0
AW=)) = ¥

Lenguaje con Unicamente la palabra vacia:

{» YF, c({a}) =1
{x T W)

F I W3

a1 W)

Operaciones con lenguajes

Dados dos lenguajes L, y L,, definidos sobre el mismo alfabeto %, tal que:

L1l W) y L | Ws)

Unidén de dos lenguajes

L=L1E L2={x/ x €Ll ORx € L2}
L1 E L2 | Wz)

Propiedades
1. Es una operacion cerrada.

L1 E L2 | Wg3) |
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

2. Cumple la propiedad asociativa.

Dados tres lenguajes, L, L,y Lz | WZz), se cunple que
L]_ E (L2 E L3) = (L]_ E Lz) E L3

3. Existe un elemento neutro.

Dado un | enguaje cualquiera L1 | W&z) se cunple que
LE F =F EL=L

Nota: las anteriores propiedades definen un monoide.

4. Cumple la propiedad conmutativa.

LlELZ:LzELl

Nota: al afiadir la propiedad anterior a las tres primeras, se define un monoide abeliano.

5. Cumple la propiedad idem-potente.

LE L=1L

Concatenacién de lenguajes

Dados dos lenguajes L; | W(Z)y L, I W(Z), construidos sobre el mismo alfabeto Z,
se llama lenguaje concatenado o lenguaje producto de L1 y L2 a un nuevo lenguaje L
tal que:

L = L]_Lz = L]_. L2 = L]_XLZ :{X.y | X € L]_ ANDy € Lz}

Si endo L1 Yy L, 1 F

También se cumple que:

'LF = F = FL

Propiedades
1. Es una operacion cerrada.

Lil, | W)

2. Cumple la propiedad asociativa.

Dados L;, L, y Ls I WZ3) se cunple que
Li(Lols) = (Lil2)Ls

3. Existe un elemento neutro.

‘L1 Wsg), L{a =L

Nota: un lenguaje es BINOIDE, es decir, monoide con respecto a la unién o monoide con respecto a la
concatenacion. Un lenguaje es un BINOIDE LIBRE generado por el alfabeto X.
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Potencia de un lenguaje
Dado un lenguaje L se llama potencia i-ésima o potencia de orden i, a un nuevo
lenguaje L' = LLL...L (i veces)
Propiedades
1. L'=LL°={\
2. Li#l=LL=LL,i3%0
3. L"=LL=LLi3® 0
Clausura positiva (cierre positivo, cerradura positiva)
Dado un lenguaje L, se llama clausura positiva del lenguaje L a un nuevo lenguaje:

¥

L*=L'E L2E L® .= U

Si el lenguaje L, no contiene la palabra vacia, entonces A | L".

Cerradura positiva de un al fabeto =:

% = Alfabeto = Lenguaje
=3 E s E zsz3 E
A

I = 3" =Ws3) - {2}

Dado un lenguaje L | W(Z%), definimos L* como:

¥
I'=1L°E L'E L2E L® .= J LU {NEL
i=0

L* LL® = L'L

También es aplicable en alfabetos: £* = W(%).

Reflexion de un lenguaje
Dado un lenguaje L | W(Z), se llama lenguaje reflejo o inverso de L a un nuevo
lenguaje L*={x'|x€L}

Contexto valido

Dado un alfabeto ¥y un lenguaje L | %* seax| X*y x| L. Se dice que dos palabras
(u, v) pertenecientes a 2* son un contexto valido de x en el lenguaje L, si la
concatenacion uxv pertenece a L.

Casos patrticulares:

1. Si(u, A) es un contexto valido de x en L, entonces u es un prefijo valido de x en L.
2. Si (A, v) es un contexto valido de x en L, entonces v es un sufijo valido de x en L.

Ej enpl o:

Dado un al fabeto »={0,1} tal que L={u / |u|=4}
L={ 0000, 0001, 0010, 0011, ..,1111}

Consi deranos | a pal abra x=01, x no pertenece a L, L | 3*
[ no pertenece porque su longitud no es 4]
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x | =* ={,0,1,00,01,10, 11, .}

Cont extos véalidos de x en L son (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),
(2,00),(2,01),(2,10), (A, 11), [sufijos]
(00, 2),(01,2),(20,20),(22,)) [prefijos]

Ej enpl o:

X= 1011
Un contexto valido es (A, 2).

Ej enpl o:
X=101101

No existe un (u,v) tal que uxv | L.
| x| >4 luego x no pertenece a L.

Relacioén

Una relacion R sobre un conjunto S, es un subconjunto de pares de elementos del
conjunto S, si el par de elementos (a,b) | R, se dice que existe la relacion R entre los
elementos, a y b del conjunto R. Se expresa de las siguientes formas:

(@,b)l R6aRb
Se dice que:

aRb: R es verdadera.
aR(b: R es falsa.

Propiedades
Dada una relacién R sobre S, R puede ser:
Reflexiva: aRa, " al S, (a,a).

Transitiva: Si aRb y bRc, entonces si se cumple aRc, R es transitiva.
Simétrica: Si aRb y ello implica bRa, R es simétrica.

Ej enpl o:

N={0, 1, 2, 3, ..}
R es <
R={(0,1),(0,2),..(1,2),(1,3),..(2,3),(2,4), .}

R no es reflexiva. Res transitiva. R no es simétrica.

Nota: la asimetria implica siempre la irreflexividad.

Relacion de equivalencia

Una relacibn R se dice que es una relacion de equivalencia si posee las tres
propiedades anteriores simultdneamente.

Ej enpl o:

Miguel Herrero Obeso [http://petra.euitio.uniovi.es/~i2140099] 8
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N={0, 1, 2, ..}
R={(0,0),(1,1),(2, 2), .}

Dada una relacion de equivalencia R sobre un conjunto S, R divide al conjunto S en S;

clases de equivalencia, y todas las S; clases son conjuntos no vacios y disjuntos.

x| S, podemos definir:

x}={yl S|(xy)!| R}=clase de equivalencia.

stlE SzE SgE ... E Sn
SitF

Si CSJ'Z F

it

Venn definié que:

"al s, " blS

Si i=j, entonces:

aRb, (a,b) | R
aRb, R es verdadera

Siilij
aR/b, (a,b) I R, R es falsa

Ej enpl o:

N={0, 1, 2, ..}

R = “Tener la msna paridad”

Ej enpl o:

R =

A = {(3 nmod x)=0} =
B ={(3 nod x)=1} =
C ={(3 nod x)=2} =

{0,3,6,
{1,4,7,
{2,5,8,

“Tener el misnmo resto que la division por 3"

9,.}
)
)

Relacion de equivalencia P S LI z*
Se dice que existe una relacion de equivalencia P, entre los elementos x ey | >*, y

se escribe xP.y, si las palabras x e y tienen el mismo conjunto de prefijos validos en

el lenguaje L.

Se dice que existe una relacion de equivalencia S, entre los elementos x ey | >*, y

se escribe xSy, si las palabras x e y tienen un Unico conjunto de sufijos validos en L.

Derivaciones

Produccién (regla o norma de escritura, regla o norma de derivacion): dado un alfabeto

>, una produccion es un par ordenado (x,y) en donde x,yl >*y se representa por x::=y.

Dado un alfabeto  y x::=y una produccion sobre las palabras de >*y, seanvyw | }*,
se dice que w es una derivacién directa de v, y se expresa como v—w, si dos palabras

z,ul >* tales que v=zxuy w=zyu.

Miguel Herrero Obeso [http://petra.euitio.uniovi.es/~i2140099]
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

v se produce directamente de w.
w es reduccion directa de v.

s={A B,C, ..,Z}
MVE: : =BA

V=CAMELLO - w=CABALLO
Z=CA
U=LLO

CA, LLO son un contexto valido de MEy BA en L.

Dado un alfabeto Y y un conjunto P de sobre las palabras construidas con simbolos del
alfabeto y sean v y w dos palabras del lenguaje universal }*, se dice que w es derivacion
de v y se expresa v—w+ Si existe una secuencia finita de palabras u0, ul, ... n>0, tales
que:

' v=u0, uo-ul, .., un-1l-n=w |

La longitud de la derivacién es el nUmero de pasos necesarios en la realizacion de la
misma.

Si v—»w+ es de longitud 1, entonces v—w (derivacion directa).

Relacion de Thue

Simétricas: relacion de equivalencia (vew).
No simétricas: relaciéon de semithue.

Dado un alfabeto >, un conjunto P de producciones, y sean v y w dos palabras que
pertenecen al lenguaje universal >* (v,wl >*). Se dice que existe una relacion de Thue
entre vy w (y se expresa como v—*w) si se verifica que la palabra w se deriva de v o bien
W=V,

Propiedades

1. Reflexiva: " xT ¥* X—*X.

2. Transitiva: Dadas tres palabras u,v,wl >*, si u—*vy v—*w, entonces u—*w.

3. Simétrica: Dadas dos palabras vy w, v,wl }* si v—*w entonces w—*v (puede
no tener esta propiedad).

Palabra irreductible (de una clase de equivalencia): aquella palabra de la cual no puede
derivarse ninguna otra que sea de menor longitud, aplicando las reglas de produccion del
conjunto P.

Tenemos las palabras v y w pertenecientes a la misma clase de equivalencia. Tenemos
gue probar que v y w estan en relaciéon de THUE simétrica.

v « P.lrreductible y w « P.Irreductible entonces v« w.

Ej enpl o

s = {0, 1}

P = {00::=x, 11::=x, A::=00, A::=11}
[las reglas van de P; a P,

Miguel Herrero Obeso [http://petra.euitio.uniovi.es/~i2140099] 10
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10111100101

Z*
111000101
Z*

s =< K<
i | B ||

v = 10111100101 [P,] 101100101 [P,] 1000101 [P, 10101
10101 es irreductible
W= 111000101 [P,] 1000101 [P,] 10101

E’ = {000::=00, 010::=00, 101::=11, 111::=11, .}
v = 01010 [P,] 0010[ P,] 000 [P,] 0O

Y de otra forma:

V = 01010 [P;] 0110

Anmbas pal abras son irreductibles y pertenecen a la msm
cl ase de equival enci a.

Gramaticas

Es un conjunto de normas o reglas que nos definen la estructura de las palabras y frases

de un lenguaje.

Formalizar el lenguaje natural

R;: Una frase tiene forma de sujeto seguido de verbo.
R»: Un sujeto es un pronombre.

Rs: Un pronombre es “EL” 0 “ELLA”".

R4: Un verbo es “DUERME” 0 “ESCUCHA".

Ri, Rz, Rs y Ry forman una gramatica. A FRASE, SUJETO y VERBO se les llama
variables, categorias o simbolos no terminales, pues no forman parte de la frase final,

si no que son sustituidos. Se identifican entre <...>.

EL, ELLA, DUERME y ESCUCHA son simbolos terminales.

Las reglas que forman una gramatica se llaman reglas de produccién gramaticales.

Hay dos tipos de reglas:

Sintacticas.
Morfoldgicas.

Gramatica castellana

<Frase> ::= <Frase_Nominal><Frase_Verbal>
<Frase_Nominal> ::= <Frase_Nominal><Adjetivo>
<Frase_Nominal> ::= <Articulo><Frase_Nominal>
<Frase_Nominal> ::= <Nombre>

<Frase_Verbal> ::= <Verbo><Complementos>

Miguel Herrero Obeso [http://petra.euitio.uniovi.es/~i2140099]
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Vamos a llamar a las reglas anteriores, reglas sintacticas porque utilizan simbolos no
terminales.

<Nombre> ::= ‘nifio’
<Nombre> ::= ‘roca’
<Adjetivo> ::= ‘pequefio’
<Articulo> ::=‘el’
<Articulo> ::= ‘ella’
<Verbo> ::= ‘corre’
<Complementos> ::= A

Estas reglas se denominan reglas morfolégicas porque emplean simbolos terminales.

Ej enpl o:

<Fr ase>

<Frase_Noni nal ><Fr ase_\Ver bal >

<Articul o><Frase_Noni nal ><Fr ase_Ver bal >
el <Frase_ Nom nal ><Frase_Ver bal >

el <Nombre> <Frase_ Ver bal >

el nifio <Frase_Verbal >

el ni Ao <Ver bo><Conpl enent os>

el nifo corre <Conpl ement os>

el nifAo corre.

Sintaxis gramatical: se refiere a la construccion correcta de las frases.
Semantica gramatical: nos indica el significado de las frases sintacticamente
correctas.

Formalizar una graméatica

Arbol de derivacion: estructura arbérea que representa la sucesiva aplicacion de las
reglas de produccioén en la construccién de una frase.

<Frase>
<Frase Nominal> <Frase Verbal>
<Articulo> <Frase Nominal> <Verbo> <Complementos>
el nifio corre A

Los nodos no hoja son simbolos no terminales, y las hojas son simbolos terminales. Entre
dos nodos consecutivos hay una relacion directa (representando una regla de
produccion).
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APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Lenguaje artificial: lenguaje creado por el ser humano que nos permite construir frases
sintacticamente y semanticamente correctas, que no s sirve en la resolucion de
problemas.

Los lenguajes de programacién son lenguajes artificiales.

FORTRAN

= x? + z, en Fortran lo escribiriamos asi: Y = X**2 + Z
y

Reglas sintacticas

<Instruccion> ::= <Asignacion>

<Asignacion> ::= <ldentificador = <Expresion>
<Expresion> ::= <Sumando> + <Expresion>
<Sumando> ::= <Factor>

<Sumando> ::= <Factor> * <Sumando>
<Factor> ::= <Identificador>

<Factor> ::= <NUmero>

Reglas morfoldgicas

<ldentificador> ::= X
<ldentificador> ::= Y
<ldentificador> ::=Z
<ldentificador> ::= A
<NUmero>:=0
<NUmero>:=1
<NUmero> ::= 2

Ej enpl o:

<l nstrucci 6n>

<Asi gnaci 6n>

<l dentificador> = <Expresi 6n>

= <Expresi 6n>

<Sumando> + <Expresi 6n>

<Factor> * <Sunmando> + <Expresi én>

Y =
Y =

Y =

Y = X * <Factor> * <Sumando> + <Expresi 6n>

Y = X * <ldentificador> * <Sumando> + Expresi 6n>
Y = X * A * <Sumando> + <Expresi 6n>

Y = X* A * <Factor> + <Expresion>

Y = X ** <Factor> + <Expresi on>

Y = X ** <Namer o> + <Expresi 6n>

Y = X ** 2 + <Sunmando>

Y = X ** 2 + <Factor>

Y = X** 2 + <ldentificador>

Y =X** 2+ Z

Gramatica Formal

Es una cuédrupla. La vamos a denominar G ={ >, >n,S, P } donde:

> 1 es el alfabeto de simbolos terminales (en mindsculas).

>~ es el alfabeto de simbolos no terminales (en mayusculas).
S es el axioma, el simbolo inicial (S1 ).

P es el conjunto de reglas de produccion.
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>rCon-F
21 Edn=D

P se define de la forma u ::= v donde
ul Y% porloqueu?® A

ARDY
u=xAy xyl STyAl 3

Ej enpl o:

G={ {a,b], {S}, S, P={ S::aSh, S::=ab }

vt = YEY?’EY*E ...= {a,b,S} E{a, b, S}’E{a, b, S} °E ...
= {a, b, S, aa, ab, ba, bb, aS, Sa, bS, SS, aaa, aab, .}
o = YEY'EY?E...= {AN Ey'={ A ,a,Db, S aa, .}

Notacion de Backus-Naur

P ={u:=v, ui=w, u:=z, ..} = P={u:=vjw|z|...}

Lenguaje asociado a una gramatica
Dada una gramatica G, se llama lenguaje asociado a una gramatica G y se representa
por L(G) = {x|S>*x ANDx | ¥}

Forma sentencial X de una graméatica G si se verifica que: S — *x, es decir, si existe una
relacion de Thue entre S.

Si la forma sentencial x | Y1 x puede ser A. Se dice que x es una instruccién o
sentencia de la graméatica G.

L(G) = { Todas las sentengias (o instrucciones) de la gramatica G }
={x|S—>*ANDXxI| >7)

Ej enpl o:

G = ({a, b},{S}, S, P={s::=aSh| ab})
S - ab

S - aSb - aaSbb - aaabbb

L( G ={ ab, aabb, aaabbb, .} ={a"b"| n3 1} ={ a'b?, a’b?, a’b?, .}

Ej enpl o:

G=({a, b},{S A B}, S, P={S::=aB| bA A : =bAA| aS| a, B: : =aBB| bS| b})
L( G ={ab, ba, abba, abab, ..}

S - aB - ab

S - bA - abS - abbA -abba - abaB - abab

L(O={xI &r | Na(x) = No(x)}

N, es el nunero de letras ‘a’.

Dada una gramatica G y una forma sentencial v=xuv, se dice que U es una frase de la
forma sentencial v respecto de un simbolo no Terminal ul 3y si S—>*xUy, y ademas
U—+u.
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Si U es una forma sentencial de G, entonces todas las frases de U seran formas

sentenciales de G. Una forma v=xuy se llama frase simple si S—*xUy y U—u.

Recursividad

Una gramatica G es recursiva en U 3 si U::= xUy.

Si U — +Uy la gramética es recursiva a la izquierda.
Si U — xU+ la gramética es recursiva a la derecha.

Si x=A — U::= Uy, es decir, la regla de produccion es recursiva a la izquierda.
Siy=A — U::=xU, es decir, la regla de produccion es recursiva a la derecha.

Dada una gramaética, el lenguaje descrito por ella, L(G) puede ser finito o infinito. Para

gue un lenguaje descrito por G sea infinito, la gramatica tiene que ser recursiva.
Tipos de gramatica
Noam Comsky dividio las gramaticas en cuatro grupos:
De tipo 0 (Go)
De tipo 1 (G,)
De tipo 2 (G,)
De tipo 3 (G3)
Gzl Gal Gil Gy
Gramaticas de tipo O
Sus reglas de produccion son de la forma u::=v, siendoul ¥ yvl 5.
u=xAy
xyl 3, Al Sy
X e y pueden ser A.

L(Go) = lenguaje sin restricciones.

Nota: los lenguajes de programacion no suelen estar generados por gramaticas de tipo 0.

Otro tipo de gramética mas restringida, llamada graméatica estructurada por frases, en

la que sus reglas de produccion son del tipo: xAy::= xvy.

[xAy| > |xy| si v=A. A este tipo de reglas de produccion se les denomina compresoras.

Ej enpl o:

& = ({a,b},{ABG,AP

P={ A: : =aAB(] abC, CB: : =BC, bB: : =bb, bC: : =b}

& no es una gramatica estructurada por frases porque no
todas las reglas son estructuradas (las dos prineras no |l o
son) .

Vanbs a crear una gramatica que sea estructurada y genere
el misno | enguaj e que G.

Afiadinmos X e y a S
CB:: =BC sustituinos por CB::=XB
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CB:: =BC sustitui nos por XB::=XY
CB:: =BC sustitui nos por XY::=BY
CB:: =BC sustitui nos por BY::=BC

Ahora si tenenps una gramati ca &' estructurada por frases.
L(&G)=L(&")

Una gramatica es compresora si tiene al menos una regla de producciéon de tipo
compresora (su parte izquierda tiene mayor longitud que la derecha).

Gramaticas de tipo 1

Son aquellas cuyas reglas de produccion tienen la forma:

XAy :=XVYy
Al Sy
x,y | ¥, luego x e y pueden ser A.

>=21E

Este tipo de gramética no tiene reglas de produccién compresoras. Sin embargo, se
admite una excepcion que permite que una de las reglas de produccién sea del tipo S::=A.

Si la gramética no contiene esta regla, no puede generar un lenguaje que contenga la
palabra vacia:

Al L(G,), si la regla de produccién S::=Al P.

GO, L(G0) — Lenguaje sin restricciones.
G1, L(G1) — Lenguajes dependientes del contexto (context sensitive).

Se les denomina dependientes del contexto, porque dado

XAy :=XVYy
Ay v tienen el mismo contexto (x,y).

Gil Go

Ej enpl o:

G=({a,b,c},{S B C,S P)
P={S: : =aSB(C| aBC, bB: : =bb, bC: : =bc, cC:. : =cc, CB: : =BC, aB: : =ab}
L(G) ={a""c"| n>0}

Gramaticas de tipo 2

Sus producciones son de los forma A::=v

Al 3 (un Gnico simbolo)

vl 3=(E 3N

v puede ser A.

Al L(Gp) sivfuese A

Este tipo de gramética son independientes del contexto (context free).

Los lenguajes de programacién generalmente pertenecen a este tipo.
Dada una G, que genere un lenguaje L(G) en la que A | L(G,), siempre existir4 otra

gramatica G,' equivalente (distinta a G, pero que genera el mismo lenguaje), que no tiene
reglas de produccién de la forma A::=A (reglas Lambda).
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Nota: Gz es equivalente a G2’ si L(G2)=L(G2)

Ej enpl o:
G=({a, b},{S}, S, {S:: =aSb| ab})

S.ab

S.aSb-aabb
S-.aSb-aaShb-aaabbb
L(G) ={a"b"| n>0} =L( &)

Un lenguaje puede estar generado por varias gramaticas. Sin embargo, una gramatica
solo puede generar un lenguaje.

Gramaticas de tipo 3

Existen dos clases:

1. Lineales por a izquierda.
2. Lineales por la derecha.

Las lineales por la izquierda tienen las siguientes reglas de produccion:

A=a Al >n
A:=Va al >+
A=A VI Sy

Las lineales por la derecha tienen las siguientes reglas de produccion:

A=a Al >n
A:=aVv al >+
S:=A VI Sy

Los lenguajes generado por gramaticas de tipo3 se llaman lenguajes regulares.

Ej enpl o:
G=({0,1},{A B}, A {A :=B1| 1, B:: =A0})

G es una gramatica lineal por |a izquierda.
L(&)={1, 101, 10101, .}={1.(01) " n=0,1, 2, .}
L(&) es un |lenguaje regular.

G =({0,1},{A B}, A {A :=1B| 1, B: : =0A})
L(G)={1.(01)" n® 0}

L(&G ) es un lenguaje regular.

L(G) = L(G)

Dada una gramatica lineal por la derecha, siempre existe otra lineal por la derecha
equivalente, pero sin reglas de produccién de tipo A::=aS, en donde S es el axioma,

Al ZNyaI ZT.

Para construir Gs, afiadimos un simbolo no Terminal B al alfabeto \ de Gs. Por cada
regla de produccion de forma S::=x, siendo x | ¥*, afladimos otra B::=x y, finalmente,
transformamos todas las reglas A::=aS en A::=aB
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Ej enpl o:

Dada |l a gramatica G=({a, b}, {S, A}, S, {S:: =bA, A : =aS| a})
Li neal por |a derecha con producci 6n A::aS.

L( &) ={ ba, baba, bababa, ..} ={(ba) "| n>0}
G =({a, b},{S, A B},{S::bA A :=aB|a, B:: =bA})

Esta tanbi én es lineal por |a derecha, pero no tiene
producci ones de la forma A :=aS.

L(G)=L(G)

Este teorema también es aplicable a las gramaticas lineales por la izquierda.

Dada una gramética G; lineal por la derecha, siempre existe otra gramatica equivalente
Gs lineal por la izquierda (como se muestra en el primer ejemplo).

Si Gs es lineal por la derecha y tuviese reglas de produccion del tipo A:i=aS
construiriamos otra gramatica Gs lineal por la derecha equivalente pero sin reglas A::=aS.
A partir de Gz vamos a construir un grafo.

1.

El grafo tendrd tantos nodos como simbolos no terminales haya en el alfabeto
> nt1. Cada nodo se etiqueta con los simbolos no terminales. El nodo adicional se
etiqueta con A.

Cada regla de produccion de la forma A::=aB se indica asi:

O O

Cada regla de produccioén de la forma A::=a se indica asi:

()

Cada regla de produccién de la forma S::=A se indica asi:

&——®

Ej enpl o:

&G=({0,1}.{S,B}, S, {S::=1B| 1, B: : =0S})

Li neal por | a derecha con producciones del tipo B::=0S
G'=({0,1},{S,B A}, S, {S::=1B| 1, B: : =0A, A:: =1B| 1})

Li neal por | a derecha pero sin producciones del tipo B::=0S
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Las palabras se forman recorriendo el grafo a partir del axioma y terminando en A. Ahora
para construir la gramatica lineal por la izquierda, intercambiamos las etiquetas de los
nodos S y A e invertimos las direcciones de las flechas.

Ej enpl o:
1
1 1
O
1
El nuevo grafo se corresponde con |la gramatica G que
guer enbs consegui r.
G =({0,1},{S, A B},S,{S::=A1| 1, A : =B0, B::=Al|1})

Arbol de derivacion

Constan de nodos y ramas. Los nodos se etiquetan con simbolos del alfabeto Terminal, no
Terminal, o con la cadena vacia A. Existen unos nodos finales llamados hojas que
pertenecen al alfabeto terminal.

Las ramas que van de un nodo a una hoja se llaman ramas terminales. El nodo raiz es
Unico y se le etiqueta con el axioma. Las hojas leidas de izquierda a derecha nos muestran
la sentencia o palabra derivada del axioma y perteneciente al lenguaje.

Derivaciéon directa es una parte del arbol de derivacion que parte de un nodo padre y
termina en un nodo hijo.

Ej enpl o:

G(Ywm ¥ S P)
P::={S:: =AB, A : =aA| a, B: : =bB| b}
S-AB-AbB-AbbB-Abbb-aAbbb-aabbb
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©
OO

Leyendo de izqui erda a derecha sus hojas, obtenenobs |a
sentenci a generada por |as marcas de derivaci 6n: aabbb.

Se pueden construir distintos arboles de derivacion para una misma palabra.

S_.AB-aAB-.aaB-aabB-aabbB-aabbb

Esta derivacion (distinta a la anterior) produce la msnma
pal abra y genera el msno arbol de derivaci on.

Dado un arbol, podemos deducir distintas derivaciones. Dada una derivacion, solo podemos

generar un arbol a partir de ella.

Una graméatica se dice que es ambigua si para una misma sentencia genera distintos

arboles de derivacion.

Ej enpl o:

G=({a,b,c},{S},S, P
P={S:: =SbhS| SaS| a}

S.ShS.ShSaS-.ShSca-Sbaca-abaca
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O
& &®
(-

S.ScS-.ShScS-.abScS-abacS-abaca

Luego ‘abaca’ del ejemplo anterior es una sentencia ambigua, porque se puede

representar con arboles de derivacion distintos. Basta que una gramatica genere una
sentencia ambigua para que sea una gramatica ambigua.

o e

QRO

Toda graméatica ambigua puede transformarse en otra no ambigua equivalente.

Ej enpl o:

G({a, b,c,=+ *,(

O {AEI},AP
P={A::=I=E/l::=a|b|c

,E:: =E+E| E*E| () | 1}

A - |=E - a=E - a=E+e - a=|l+E - a=b+E - a=b+E*E - a=b+l *E -
a=b+c*E - a=b+c*| - a=b+c*a
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o6 Y
066 06

Si intentanos generar la misma sentencia variando | as
regl as de producci 6n, generarenos otro arbol, luego G es
una gramatica ambi gua.

t erm nal es.

G =({a,b,c,=+* ()}, {AEI,TF, ,AFP)
P={A:=I=E|::=a|b|c, E:=T|E+T, T::=F| T*F, F: : =(F) | | }

Ahora G no es anbi gua:

Para elimnar |a anbigledad, vanps a introducir sinbolos no
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X
OEROES
oo E
DIGENG
DR
DIOE

Y ademés L(Q=L(G).

Si todas las gramaticas que generan un lenguaje son ambiguas, el lenguaje se dice que es

intrinsecamente (o inherentemente) ambiguo.

Ej enpl o:

G3=({0, 1},{A B}, A {A :=1A 0B, B: : =0B| 0})
Li neal por |a derecha. Todas | as derivaci ones en G3 vienen
repr esent adas por arbol es de derivaci 6n.

A-1A-10B-100B-1000
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Ej enpl o:

G:({a1 b1 C}!{Al B! C1 E1 F}1A1 P)
P={A::=BF, B.: =EC, E: : =a, C. : =b, F: : =c}

A
v

‘(//////’BF\\\\\\\‘
ECF BT
aCF EbF ECc ECc

SRR

abF aCc abF  Ebc ¢ aCc Ebc

Este es un diagrama de | as derivaci ones posibles. NO es un
arbol de derivaci on.

A-BF-ECF-aCF-abF-abc

Henos apl i cado producciones al sinbolo que estd mas a |l a
i zqui erda. Esta derivaci 6n se denoni na extremaizquierda.

A-BF-BC-EEc-Ebc-abc

Henos apl i cado producciones al sinbolo Terminal mas a |l a
derecha. Esta es una derivaci 6n extrema derecha.

Gramaticas independientes de contexto (GIC)

1. Cada simbolo que pertenece al alfabeto terminal, o bien al no terminal, debera
aparecer en, por lo menos, alguna derivaciéon de alguna palabra.

2. No deberan existir reglas de produccion de la forma A::=B, en donde A,BI .

3. SiAl L(G), no deberan existir reglas de produccién de tipo A::=A, Al Y.

Pueden existir GIC que produzcan simbolos que no se van a utilizar después, o que lleguen
a la misma derivacion de la cual se partid. Si una gramatica cumple esto, se denomina
gramatica sucia.

Podemos eliminar estas redundancias limpiando la GIC, mediante estos pasos:
1. Comprobamos si la GIC no genera ninguna palabra (ni siquiera A), es decir, si

L(GIC)=F .
2. Eliminamos los simbolos inttiles de la GIC.

Ej enpl o:
A CG(3Yr, On S {S::=Aa| B| D, B:: =b, A:: =aA| bA| B, C. : =abd})

Si hay reglas de producci 6n de este tipo P;::=aCB, o, Bl 3*
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P; no aporta informacion y |a elimnm nanos.

C es un sinbolo inuatil.

D es otro sinbolo inatil, pues no puede derivarse ningun
termnal a partir de él.

B es un sinbol o redundante, que podria sustituirse por
A : =hb.

Del alfabeto de ternminales, el ‘d nunca puede accederse,
asi que | o elimnanos.

Simbolos inutiles

Dada una GIC, el simbolo X | Y\ es util si aparece en alguna derivacion

S—*aXB—*w
ol >*

wi Z*T
En caso contrario es in0til.

Reglas de produccion A o producciones lambda

A=A, Al >y
Si Al L(GIC) entonces el conjunto P de la GIC, A::=Al P.
Si Al L(GIC) entonces no podemos eliminar dichas producciones.

Una GIC se dice que es sin producciones lambda si:
No hay ninguna regla A, en el conjunto P.
Si solo existe S::=A y ademas S no aparece en la parte derecha de ninguna regla
de produccién del conjunto P

Ej enpl o:

G C(2n, 2w S, {S::=ABCBCD, A : =CD, C.: =a| A, B:: =cb, D: : =bDJ| A}
Al L(A Q)

No podenps elimnar directanmente |as reglas de producci 6n
con A, pues elimnanos funcionalidad. Debenpbs sustituirlas.

Ej enpl o:

A C(zm IwSP)
P={S:: =ABCBCD, A: : =CD, C. : =a| A, B: : =Cb, D. : =bD| A}

Esta gramitica tiene reglas lanbda (C :=x, D :=2), pero A
no pertenece al |enguaje generado por |a gramética.

A C=(Yr, ¥nS,P1) no tiene reglas | anbda.
L(d C)=L(4d O

P.={S: : =ABC,BC,D, ..}

{C, G, D} contienen reglas | anbda. Vanos a fornar
conbi naci ones de estos el enent os:

F.{C}.{C}.{D.{C, C}.{C, D {C 0. {C C D
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Vamos a sustituir producciones por la original. Cada nueva produccién es la produccién
original menos cada uno de los subconjuntos:

ABC,BC,D - F = ABCBC,D
ABC,BC,D - Cl1 = ABBC,D
ABC,BC,D — C2 = ABC,BD

Ahora podemos eliminar las reglas A, realizando la misma operacion para todas las
producciones. Si aparecen reglas duplicadas, las eliminamos. También puede ser
necesario renombrar simbolos.

Por ejemplo A::=C,C, y C::=A — A::C (pues eliminamos subindices). Se aparecen reglas
del estilo A::=A, la eliminamos.

Decimos que en una GIC, un simbolo es anulable si se verifica que:

1. Al YyyA:=Al P
2. Al 3y y existe n31 tal que A:=By|B,|...|By | P siendo Bil >y y B;i simbolo
anulable.

Mas formalmente, un simbolo es anulable si A esta en relacion de THUE con A, es decir,
A—*A.

Dada una GIC=(3 1, > n,S,P) con reglas lambda, queremos encontrar una GIC’ equivalente
sin dichas reglas, tal que L(GIC)=L(GIC):

1. Hacemos P'=P.

2. Buscamos los simbolos anulables

3. Para cada produccién A::=al P se afiaden al conjunto P’ todas las producciones
gue se obtienen borrando de la cadena a cualquier subconjunto de simbolos
anulables.

4. Eliminamos las producciones con A.

En el ejenplo anterior resultaria:
GC =g S P)
P ={

S: : =ABCBCD| ABBCD| ABCBD| ABCBC| BCBCD| ABBD| ABCD| ABBC| BBCD| BCBD
| BCBC| ABB| BCD| BBC| BBD)| BB,

A: : =CD| C| D,
C :=a,

D: : =bD| b

}

Ej enpl o:

G C({a,b,c},{S AB},S, P)
P={S: : =BAAB, A: : =aAc| cAa| A, B: : =AB| bBJ| A}

Ti ene dos regl as | anbda. Todos | os sinbol os son anul abl es.
Real i zando todos | os pasos anteriornmente explicados,
resul ta:
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G C=({a,b,c},{SAB},SP)

P ={

S: : =BAAB| AAB| BAB| BAA| AB| BB| BA| AA| B| A,
A: : =aAc| aAa| ac| ca,

B: : =AB| bB| Al b

}

L(AOQ=L(AC)+{r}
Para que el |enguaje coincide, incluinos x al final de S

tal que S :=BAAB|..|A. Esta regla | anbda no se consi dera
cono tal.

Ahor a ambos | enguaj es real mente coinci den.

Reglas de produccion unitarias (o producciones unitarias)

A::=B ABCI >\
A::=C
C::=BJA

Podria simplificarse tal que:

A::=BJA

Ej enpl o:

G C:( ZT1 ZN1 S1 P)
P={S::=S+T| T, T:: =T*F|F,F:: =(9) | a

S::=T vy T::=F son unitari as.

GC:(ZT1 ZN! 81 P,)
P =S =SHT| T*F (S)|a T::=T*FI(9]a, F::=(S)|a}

Ya no tiene producci ones unitari as.

Dada una gramatica :
G C({a},{S,AB},S {S :=AB|a, A :=a})
Es una gramatica sucia, pues hay sinbolos redundantes.

G C=({a},{S},S {S::=a})
Esta gramatica esta linmpiay L(AQO=L(AC)

Dada una GIC sucia, siempre podemos obtener otra GIC’ sin simbolos inutiles, sin reglas
lambda y sin producciones unitarias, equivalente a la original.
Forma normal de Chomsky (CNF)

Dada una GIC se puede poner bajo forma normal de Chomsky que no genere la palabra
vacia. A estas gramaticas las llamaremos CNF.

Las producci ones de gramaticas en CNF, sienpre tienen esta
f or ma.
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A
A

=BC A B, Cl yn
=a al >r

Dada una G C=({a,b},{S,A B}, S P)
P={S:: =bA| aB, A: : =bAA| aS§| a, B: : =aBB| bS] b}
Vanos a construir una gramatica CNF equival ente.

Cr eanps producci ones para que sean de la forma correcta
segun | a CNF, por ejenplo:

Sustituinmos S::=bA por S::=GA Yy G::=b

La gramatica resultante es:
CNF=({a, b},{S, A B, G, G, D, D}, S, P' }
P ={

S =GA| CB,

A =G S| GDy a,

B: : =G,S, CG.D,, b,

Di: : =AA,

D,: : =BB,

Ci =4,

G :=b

}

Forma normal de Greibach (GNF)

Dada una GIC, la denominaremos GNF y cumple que:

1.

GIC=G1, >NnS,P) si Ai=aBa, | Py ABI >y , agal 3* y las demés
producciones del simbolo B son de la forma B::=B:| B| ...| Bn €n donde Bil Y*, en
la que se puede eliminar la produccion A:=q;Ba, simplemente
afiadiendoA::=a,3,0; al conjunto P’.

Dada una GIC=(31, >n,S,P) si A:=AaiJAay|...JAa, | P y son todas las
producciones en que interviene el simbolo A (recursividad) y si A::=B4| Ba|...| Bs,
Bil >* existe otra GIC' equivalente (no recursiva en A) sustituyendo las
producciones A por las siguientes:

a. Silfifs A:=B;, Az=3B
b. Silf£ifr B::=q;, B:= a;B

Ahora tenemos recursividad por la derecha:

A=B
B::=qy|

Bal...| Bs| B2B| B2BI...| BsB

0z|...] o a:B| azB|...| a;B

GIC’ es equivalente pero recursiva a la derecha.

Toda gramatica GIC que genere un lenguaje L(GIC) que no contenga la palabra vacia
puede ponerse bajo la forma normal de Greibach, en la que las producciones son de la

forma:

A::=aa

Al ZN,GI ZN*, al ZT
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Y podemos convertir una CNF en GNF

CNF:( { a, b} ’ {Al1 A21 A3} ’ A11 P)
P:{ A =AA, A :A3A1| b, A :A]_Azl a}

Para ello tenemos que seguir los siguientes pasos:

1. Poner cada parte derecha de las producciones A;, A, y Az, comenzando por

terminales o no terminales, con el mayor subindice.

En A, el A3 debe ir a la izquierda del A,
En A;, el A, debe ir a la izquierda del A;.

Az: = AlA,, 1o sustituinos por Ag:=AAA, es decir,
sustitui mos A; por su producci 6n. Al realizar este paso
obt enenos recursividad.

Vanos a sustituir |a cabeza de Ag:=AAA; por AsA, y b
(sustituinmos A, por sus producciones).

A3: . :A3A1A3A2
A3: : :bAgAZ
Az i =a

Tenenos que crear nuevos sinbol os:

A3: : :A30(1

(O :A1A3A2

A3: : :bAgAZ:B]_

A3: =B

A3: : :bA3A2B1

A3: : :bAgAzBQ,:B]_Bg
A :a83:B283

Bg - :A1A3A2: A1
Bg - :A1A3A2 83: A1 Bg

Al final obtenenps esto:

A]_: . :A2A3

Az: : :A3A1| b

A :bAgAngl aBgl bA3A2| a
83: . :A1A3A2| A]_AgAng

2. Todas las producciones con A; en la parte izquierda, tienen la parte derecha

empezando con un simbolo terminal.

Ay i =AsA; la convertinos en | as siguientes:

Az: : :bAgAZ BgA]_

Az: : :bAgAzA]_
Ao s =aBsA;
Ao: i =aAg

A =b

A;: i =AA; |a convertinos en | as siguientes:
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A]_: : :bAgAngAlAg
A]_: : :bA3A2A1A3

A L =aBsAlAs
Al =aAlAs
A]_: : :bAg

3. Las dos producciones en B3 dan lugar a otras 10, colocando en el lado derecho de

las 5 producciones que tienen comienzan por A; lo siguiente:

Convertinos Bs:: AJ/AsA; en |as siguientes:

83: : :bAgAngAlAgAgAz
Bs: 1 =aBsA1AzAA,

83: : :bAzAgAz

83: : :bA3A2A1A3A3A2
Bs: 1 maAAAZA

La gramatica resultante es | a siguiente:

G\"::( { a, b} y {A]_, Az, A3, Bg} y A, P’ )

P ={

Al :bAgAngAlAgl bA3A2A1A3| aBgAlAgl aA1A3| bA3,

Aol :bAgAngA]_l bA3A2A1| aBgA]_l aA]_l b,

A3: . :AgAngl bA3A2| aB3| a,

Bs: 1 =bA3AB3AI Az AsABs| bAAB3AI AsAzAr| aBsA1 Az AzABs| DAZAA AsAAB;|
bA3A2A1A3A3A2| aA1A3A283| aAI AzAz A

}

Maquina de Turing

Consta de:

Una cinta infinita. Contiene simbolos, pertenecientes a un alfabeto llamado alfabeto

de entrada (Z). Existe un simbolo especial llamado caracter de relleno o blanco.

Ej enpl o:
~+A Bl C Db ...

Nota: el blanco se denota por una ‘b’ minlscula.

Una cabeza movil de lectura/escritura que se puede desplazar hacia la izquierda o
la derecha. Lee y escribe simbolos en la posicion de la cinta sobre la que se sitla.

Dichos simbolos pertenecen a otro alfabeto llamado alfabeto de la cinta (I).

Un indicador de estados. Los estados se representan como elementos de un
conjunto finito P={qo, q1, ..., gp}. EXiste siempre un estado inicial, designado como ¢p.
Existen uno o varios estados finales que pertenecen a un conjunto F={qp,...}. El
namero minimo de estados de una maquina de Turing es de dos (uno inicial y otro

final).

Lo anterior cunple que:
al T
bl =
bl T
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Acciones posibles

1. Cambiar de estado (pasar del estado actual a un nuevo estado).

2. Escribir un simbolo en una celda de la cinta en la cual se encuentra posicionada

la cabeza de L/E (en la que se acaba de leer).

3. Mover la cabeza de L/E una posicion hacia la derecha (D), hacia la izquierda (I) o

quedarse inmovil (P).

Las acciones vienen determinadas por una correspondencia entre dos conjuntos:

Q={do, 91, --, dn}
r={A B, C, .. b, .}
M={1, D, P}

XT={(q1, A, (92 B), ..}
Q(PX'\A:{(Q(), A1 I )1 (q01 A1 D)! "f(ql1 A1 P)1 }

QT _f - QXTXM

F: funci6n de transicién 6 de transferencia

Ej enpl o:

(90, B)
..L/I?|

( qm A1 D)

AT

Ej enpl o:
Q{do, d1, dp}

Jo: estado inicial.
gp: estado final.

r={a, b} bl s
s={a}

f (o, @) =(q1, b, P)
f (o, b) =(dp, b, P)
f (g1, @) =(do, a, P)
f (qu b) :( q01 b1 D)

QW' a b

Jo |Q1,b,P|Qpb,P
d: |90,a,P|Qo,b,D
A

Una maquina de Turing, puede ser definida por una séptupla:
M=(I",Z,b,Q,qo,F,f)

En la cual
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I": alfabeto de la maquina.

>: alfabeto de entrada.

b: caracter de relleno.

Q: conjunto de todos los estados posibles que puede adoptar la maquina.
g0: estado inicial. Debe pertenecer a Q.

F: conjunto de todos los estados finales. Debe ser parte de Q.

f: funcién de transicion.

Ej enpl o:

M=({1,0,b},{1},b,{p,q,r,s},p,{s},f)

Qr| 1 0 b
p qoD | pOl roD
q glD | qOD pOl
r riD sbP
S

bl bl 111 b bl ... f(p,1)=(q,0,D)

p

4bIbl O] 11 bl b] ... f(q,1)=(q,1,D)

q

- blbl 0] 1] b b| ... f(q,b)=(p,0,1)

q

-4bIbl 0] 1101 b] ... f(p,1)=(q,0,D)

p

-} bl bl 0] 0 O] b ... f(g,0)=(q,0, D)

q

-4bIb] 0] 0] 0] b ... f(q,b)=(p,0,1)

q

-4b1b] 0] 0] 0] 0] ... f(p,0)=(p, 0, 1)

p

Tras unas cuantas iteraciones mas, resulta | o siguiente:

4l bl 1] 1] 1 1] b] ..

p

Y la madqui na term na su ej ecuci on.

Ej enpl o:

M=({0, 1,b},{0,1},b,{p,q,r},p,{r},f)

Qr| o 1 b

p pOD | glD | rOP
g qoD | piD | r1P
r
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\ Esta mAqui na conprueba | a pari dad de una cadena.

Ej enpl o:

M=({0,1,* A B Db}, {0,2,*},b,{p,q,r,s,t},p,{t}, f)

Qr| o 1 * A B B
p | gD | rBD p*l pAl pBI sbD
g | rBD g*D | gAD | gBD | pAl
r r*D rAD | pBD pBI
S s*D | SOD | s1D | tBP
t

< bl 1[0 1f*| bl bl b] ... T (p, *) =(p. *. 1)

.} b Bl Al B| *| B| Al B| b
~p

Esta nmaqui na copia trozos de la cinta en otros trozos,
usando el asterisco cono separador.

p
kbl bl 1] O 1] | b] ... f(p,1)=(r,B D
~p
.1 b] 1] 0| B| *| b ... f(r,*)=(r,*,D
-1 b[ 1] O] BI*I/lgl f(r,b)=(p,B 1)
r
-k bl 1] O] Bl *| B| b] ... f(p,*)=(p,*, 1)
N
p
Unas cuantas iteraci ones después, |l eganos a |o siguiente:

Ej enpl o:
M({().* h4.BMb}. {(.), h{}.b.{p.a.r,s . t},p,{t},f)

rl ([ [ [ F[4]0®
p® | g1 | PD |p[D[ pqi

p
q p*D gl tMP
r s*| r*| tBP
S SH s*l tMP
t

kbl bl H L) )11 bl bl ...

m sno. En caso contrario, term na con B.

Esta mAqui na conprueba si hay igual nunero de paréntesis de
apertura que de cierres. Si termna con Mel nunero es el

Podemos representar las transiciones en un grafo de la siguiente forma:
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Q\r a b
do goal | q:BP

ql

ala,l

(0 gp 1)

Maquinas de Turing restringidas

Una maquina de Turing puede ser restringida en distintos aspectos, originando maquinas
con caracteristicas tales como:

Unicamente usa el alfabeto binario.

Con la cinta de entrada limitada en un sentido. La transformacion de una maquina
sin restricciones a otra con esta restriccion es sencilla. Solo hemos de definir un
nuevo alfabeto.

Ej enpl o:
..} Bl a.3] a.,| a.1]| ao| a1| az| as| B ...

Se convertiria en la siguiente cinta:

ao, $| a1, a.1| a», a.0] a3, a.3| B, B| ...

Que no pueda cambiar de estado y sobrescribir simultdneamente.
Que no pueda mover la cabeza y sobrescribir simultaneamente.

Que no pueda mover la cabeza y cambiar de estado simultaneamente.
Que solo realice una operacion en cada paso o transicion.

Maquina de Turing universal

Se compone de una cinta que contiene, la cinta de la maquina de Turing a simular y la
funcion de transferencia de la maquina a simular.

Es una maquina que permite adoptar el comportamiento de cualquier maquina de
Turing.
Composicién de maquinas de Turing

Componiendo maquinas de Turing, podemos crear maquinas con comportamientos
complejos. Designamos las maquinas mediante letras mayusculas.

Ej enpl o:
Dadas 3 méqui nas, A By C.
A: nueve | a cabeza una celda a | a derecha.

B: busca un sinbolo x hacia | a derecha.
C. busca un sinbolo y hacia |a derecha.
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La naqui na conmpuesta encuentra la segunda x oy a la
derecha de la prinmera x o y encontrada.

Llamaremos R a la maquina que solo mueve la cabeza una celda a la derecha.
Llamaremos L a la maquina que solo mueve la cabeza una celda a la izquierda.
Llamaremos W a la maquina que escribe en la celda actual o sobre la que se encuentra
posicionada la cabeza de L/E.

Maquina que busca un simbolo x

La siguiente maquina busca un simbolo x a la derecha:
VA
—R

B

Vamos a llamar a esta maquina Ry (0 Ly en caso de buscar a la izquierda).

Maquina que desplaza la cabeza hasta encontrar un simbolo distinto a x
La siguiente maquina desplaza la cabeza hacia la derecha:

va
_>R

Vamos a llamar a esta maquina R4 (L-x €n caso de desplazarse a la izquierda).

Maquina que mueve una cadena
Para desplazar la cadena a la derecha:

v
X,y X,y

w , o
—pL—>—>» }—>»L————> }——> RoL —

lq: lq:
R RORoW

ol ol x|yl y| x| of of ...

Tras pasar por |a nmaquina resulta...

<ol of of x| y| y[ x| o ...

La vamos a llamar Sg (shift right), 0 S; en caso de desplazar la cadena a la izquierda.
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Maquina que copia una cadena tras un blanco

v
W
— »RoRoLolo —»R—2Y 5 } —»®ReRyRoLoLowW ]

ol o x|yl x| @ 9| ...

Tras pasar por |a nmaquina resulta...

ol o x|yl x| @ x| y| x| @] ...

Maquina que resta 1 a una cadena binaria (quitando ceros a la izquierda)

11 v

—1 0l RL»SLr’O—’ L

Maqguina que genera cadenas de simbolos a partir de lo que se encuentra
—R
/ | x —
X <—

Tipos de maquinas de Turing

Las méaquinas que estamos viendo son maquinas de Turing deterministas, es decir,
que conociendo el estado actual de la maquina, la informacion de la cinta y la posicion de
la cabeza de L/E, podemos conocer la transicion siguiente y sucesivas.

Asi mismo, existen maquinas de Turing no deterministas.

Descripcion instantanea

Una descripcidn instantdnea de una maquina de Turing es una captura del estado, cinta
y cabeza de L/E, por ejemplo:

.} o] | a| b| @| c| d]| 2| e] 9| 2...
N
p

Tenemos que poner la descripcion instantdnea anterior de forma lineal. Para ello,
seguimos estos pasos:
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1. Se inserta el simbolo del estado antes del simbolo al cual apunta la cabeza de

L/E.

2. Sila cabeza apunta a un caracter de relleno (®), dicho simbolo queda incluido en

la descripcion instantanea.

3. Eliminamos todas las celdas que contengan caracteres de relleno (@), situadas a
la izquierda o derecha del contenido no de relleno de la cinta, y que no estén
incluidas en el apartado anterior. Sustituimos los caracteres eliminados justo antes

por paréntesis.

Ej enpl o:

.} ol o ¢ 0] 1| 0] | ®| | ... se convierte en (101opd)
N

p

En

resimen:

1. Movimiento de la cabeza a la derecha:

f(p,a)=(q, b, D

(pa...—» (bg...
(pa...-» (q...si b=o
.pa) - .bqgo)
.pa...— ..qch...

De | 0o que obtenenos:

pa - bq
(o - (
pa — bqd)

2. Movimiento de la cabeza a la izquierda:

F(p,a)=(q, b, 1)

cpa - (qlb...

..cpa) - ..qch)

.cpa) - .qc) si b=o
.cpa...— .qcb...

De | 0o que obtenenos:

(pa - (qob
cpa - qgcb
a®) - a) para todo al =

3. No hay movimiento de la cabeza:

F(p,a)=(q, b, P)

(pa...—» (gb...
.pa) - ..gb)
.pa...— ..gb...

De | 0o que obtenenos:

pa - gb

Miguel Herrero Obeso [http://petra.euitio.uniovi.es/~i2140099]

37



APUNTES DE LENGUAJES FORMALES

Lenguajes aceptados por una maquina de Turing

Se dice que una maquina de Turing acepta o reconoce un lenguaje si todas las palabras
del lenguaje son borradas por la dicha maquina.

Ej enpl o:
T=(3E{}hq o}.ZE{}{}. 2. Qqo F f)

wl ="

Jbolol H .l ol 9 ..
/\q0

Descri pci 6n i nstant anea i nici al (do, W, )

ol o @f ..} o © 9| ...
Aqt

Descri pci 6n instantanea fi nal (dr, @)
G(xm 2w S P)

Z:ZT"'ZN = {QE{S1)1 |'1-|1q3}} SI Q

P={S::=(q,®), bg::=pa, (::=(o, bqgd)::=pa, (qob::=(pa,
qcb: :=cpa, a)::ae®), gb::=pa, (qofa::=a, a)::=a}

Para todo al ¥ y para todo cl SE{} 4}

Ej enpl o:

T=({0,1, 14,9 .{0,1, h{}, o {p.qa,r,s, t,u,v,z},p {v},f)
AT| 0 1 F |
p | poi | pu | q®D
g | pkD | stD voP
r roD | p1D tol
s | sOD | si1D udl
T | p{l | zoP | VOP
u| zoP | pdI | vOP
\%
V4

Pal i ndrono w.w!l L(Q
wl {0, 1}* w no puede ser |a palabra vacia

Tenenbs que obtener |la gramati ca de esta naqui na de Turing.
G({0, 1},{p.q,r,s,t,u,v,z,S(,), h4.9,S P
P={S::=(v®), (p20::=(p0, pO00::=0p0, plO::=1p0,

p}o::=}p0, p{0::= {p0, 0)::=00), 1)::=10), P::=} o),
):ii=4 0)}
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Convertimos todas las transiciones en reglas de produccién. Cuando tengamos todas,
podremos derivar el axioma para obtener una palabra del lenguaje, generando
palindromos.

Maquinas de Turing no deterministas

La correspondencia entre Q (los estados posibles de la maquina con I (los elementos de
la cinta) ya no es uniforme, es decir, a la funcion de transicion le pueden corresponder
varias tripletas.

Ej enpl o:
T=({0.1, h4.¢}.{0. 1, L4}, @ {p.qa,r.s}, p.{s}.f)

Qr| o 1 F | 4 ®
p | qOP | q®D | q®D | r®P

q pOoP ?gg sOP

pPD pdP

S

Una maquina de Turing no determinista reconoce un lenguaje si existe al menos un
camino que permita pasar de la descripcion instantanea inicial (p |—w—| ) a unafinal (s®) en
donde sef.

Probanos el ejenplo anterior:

1) w=0 ~olL
2) w=1 1L
3) w=101 - 101l L
4) w=1001 - 1001] L

L(T)= Todas |as pal abras que com encen y ternminen por 1 en
| as que si hay dos ceros, deberéan estar ‘encerrados’ por
dos unos.

Dada una gramética Gy, vamos a tratar de construir una maquina que acepte o reconozca
el lenguaje.

P={S:: =AB1| ASB, AO0::=00, Al::=11, B::=00| 2}
S-.AB1-A1-11

S-AB1-.A0001-0001

S-ASB-.AAB1B-AA1-A11-111

L(&)={11, 0001, 111, .}
S-ASB--AAAB1B-AA001-A0001-00001

Cono B::=A, podrianos tener pal abras nuevas usando esa
producci 6n, agrandando el &rbol de derivaci on.

Dada una maquina de Turing no determinista que reconoce el lenguaje L, se puede
construir otra determinista equivalente.
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Maquina de Turing de k cintas

Es una maquina corriente que trabaja con varias cintas a la vez. Cada cinta tiene una
cabeza de lectura escritura.

F(p1al1a21 LR 1ak):(q1b7j7M)

Ej enpl o:

J=2, M-I

Toda maquina de Turing de varias cintas se puede transformar en otra equivalente con
una sola cinta.

Xyl x] x|
N
el x|yl ylyl ...
N

b ol o o x| X]| ...
N

La transformanos en | o siguiente:

X y X X
1
X y y y
1
X X
1

Hemos creado una tabla con el doble de filas que de cintas. En las filas impares hemos
colocado el contenido de las cintas. En las pares, hemos marcado con un uno la
presencia de la cabeza de L/E.

Ahora vamos a agrupar las columnas, dando lugar a simbolos compuestos. Para facilitar
las cosas, vamos a introducir un simbolo al principio de la cinta, por ejemplo #.

(x00001)
(yOX20D)
(x1lyoo)
( XDy DX D)
( o0y 1x )

Ahora | os sinbol os de | a nueva nmaqui na son:

T={#, X001, yOXPDD, X1y DDD, XDY DX D, dDY 1X D)

Tener una maquina de k cintas no aumenta la potencia, pero permite ver mas claro el
funcionamiento de la misma en comportamientos complejos.

Ej enpl o: conversi 6n de no determinista a determ nista (con
tres cintas).
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1

@

6é¢

ééé

Cnta 1l (W) .|.}.}..
Cinta 2 #o.obo b
Cinta 3 14| .]11|5] .}

Paso 1: Copi anbs | a cadena de entrada de la cinta 1 a la 2
(i nsertando un sinbolo especial al principioy otro al
final).

Paso 2: Ceneranos |a secuencia de transiciones sobre | a
cinta 2.

Pase 3: Sinulanos la prinmera secuencia sobre la cinta 2.
Paso 4: Si la simulaci 6n conduce a un estado final de

aceptaci 6n se termna el proceso, de o contrario se borra
la cinta 2 y se regresa al paso 1.

Un problema de decision siempre tiene una solucion, que pertenece al conjunto {S,N}
(Si,No).

Lenguaje Decidible (para una maquina de Turing): cuando la maquina termina
normalmente y a su terminacion queda una indicacion correspondiente al conjunto {S,N}.

FI Q F={a,r}

a = estado de aceptacion (Si)
r = estado de rechazo (NO)

FI Q F={n} Descripcion instantanea final = ...|S|... estado final de aceptacion
Descripcion instantanea final = ...|N|... estado final de rechazo

Cuando se arranca con una descripcion instantanea inicial que contiene una palabra w y
resulta un estado de aceptacion/rechazo segun si la palabra es decidible.

Ej enpl o:

A: caréacter de relleno
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a/a,D
b/b,D
a/AD A/AD
A/A |
a/A)l
A/AD A/AD
a0) “(at)e A a) (1)
A/AD
b/A|l
P r(as) T (ae)
al/a,D
b/b,D
A/A |

(qoabba) -( q;abaa) -( gobaa) ~( bg;aa) —-( bag,a) -( baaqg,A) -( baqgsa)
-( bgsa) ~( qsba) —( gsAba) —( qiba) ~( gsa) ~(agsA) ~( gea) -l a maqui na no
puede proseguir y tiene una termni naci 6n anormal .

Nota: el ejenplo anterior tiene alguna errata.

( doAaa) —( qiaa) -( g2a) —( adq2A) -( gsa) —( 94A) -( q:1A) -( hA)
Terminaci 6n nornmal con la cinta total nente borrada a
espaci os bl ancos.

L(MT) ={aa, aba, .} ={todos | os palindronos en (a,b)}

Complejidad

La complejidad depende de los recursos necesarios que se empleen en la resolucion de
un problema. Los recursos se descomponen en espacio y tiempo. En base a éstos
obtenemos dos tipos de complejidad:

Complejidad temporal: cantidad de tiempo empleado en la resoluciébn de un
problema.
Complejidad espacial: cantidad de espacio empleado en la resolucion de un
problema.

Complejidad de los procesos realizados por las maquinas de Turing

Definimos complejidad espacial de un proceso realizado por una maquina de Turing
como el numero de casillas por las que pasa la cabeza de L/E a lo largo de su proceso.

Definimos complejidad temporal de un proceso realizado por una maquina de Turing
como el numero de pasos o transiciones que efectia la maquina de Turing a lo largo de
Su proceso.

Ej enpl o:
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2={x}
r={ o, x}

Vanos a introducir |a cadena .|| d| x| x| x| @] ¢ ...

Conpl ej i dad tenmporal : 10
Conpl ej i dad espacial: 7

Y con esta otra cinta .| d| o x| 9| ...

Conpl eji dad temporal : 4
Conpl ej i dad espacial: 2

Las complejidades se calculan de la siguiente manera:

CT =n
CE £ n+1
Si endo n | os pasos que da |a maqui na.

Ej enpl o:
— >R XMLy W, oupp T, J
’ 7 v i
RoL — @ —>RoL —> @

Q‘D RYL \—' RNL

9| @ {x,/}/,z}*|*|{x,y, z}'| 9| 9| ...

N
cadenal cadena?2

Caso nejor: |las dos cadenas difieren en el priner sinbolo.
CT més baj a.

Caso peor: |as dos cadenas son iguales. CT nas alta.

Longitud=n 6n+10 < CT < 2n%+10+9
Longitud=4 3n < CT < 81

Probabilidad

Nos interesa la complejidad temporal media.
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CTmedia = é p| *Ci

i=1

Siendo ci la longitud del calculo (nUmero de transiciones) y pi la probabilidad de
ocurrencia de ese caso.

Para una longitud de 4:

Posicién de la 12 discrepancia Ci Pi Ci*Pi
1 34 2/3 (34*2)/3
2 46 2/9 (46*2)/9
3 50 | 2/27 | (50*2)/27
4 70 | 2/81 | (70*2)/81
NO 81| 1/81 | (81*1)/81
39

Necesitamos una medida para las complejidades de los procesos.

Tasas de crecimiento

Q: conjunto de funciones de N sobre N siendo N={0,1,2,...}, es decir, el conjunto de
nameros naturales. Dada la funcion f perteneciente a Q, vamos a definir O(f) como el
conjunto g de todas las funciones de Q para las cuales existe una constante ¢>0 y un
namero ng de N tales que:

g(n) £ c*f(n) "'n3ng (g esté limitada superiormente)
Ej enpl o:
31n%+17n+23 = Q(n?) es decir, " n31 31n%+17n+23 £ 71n?
f=qg)
g = Af)
f y g son equival entes.

Tenemos una relacion de equivalencia sobre un conjunto de funciones Q, estableciendo
una serie de clases de equivalencia o tasas de crecimiento ().

Ej enpl o: Pol inom o de grado d = Qn
ag+ta;n+a,n’+.+agn? = Q(nY
d . 1 1
aan =[im T Ja|
=0 ¥ lay +ad_lf+...+a0n—d d
d
n
2I:L 1774 £2I3 I
a ] i a
" laan ‘
i=0
Ent onces...
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d
aan £2n|a,|
i=0

3 ¢ ,
aan
2|ay |i%

n’ £

ag+tain+a,n’+.+agn? = Q(nY
n® = Qag+a;n+a,n®+..+agn?)

Todo polinomio de grado d tiene la misma tasa de crecimiento que n°.
Existen tasas de crecimiento:

Polinbmicas
Logaritmicas
Factoriales

Un algoritmo que resuelve un problema, tiene una complejidad.

Complejidad temporal de los problemas de reconocimiento de
lenguajes

La méaquina de Turing efectla todo el calculo de la funcion f en tiempo polindmico (algo
razonable) con una complejidad polinémica.

Dada una méaquina de Turing M, decimos que la maquina calcula una funcién f:3 *—3 >
en tiempo polindbmico si existe un polinomio p(x) tal que para cada palabra w
perteneciente a Y 1*, la maquina calcula la f(w) en no mas de p(Jw|) pasos.

Dada una méaquina de Turing M, se dice que acepta el lenguaje L en tiempo polinémico.
Si existe un polinomio p(n) tal que el nimero de pasos necesarios para aceptar cualquier
palabra w perteneciente a L, no es mayor que el valor del polinomio p(|n]).

Podemos hablar de una clase de lenguaje P, que son los lenguajes que una maquina de
Turing puede aceptar en tiempo polinémico.

Ej enpl o:

M naqui na que acepta cual qui er cadena w de L con una
conpl eji dad tenporal proporcional al polinomo |w?Z
M : maqui na que va a aceptar el msnop | enguaj e con una
conpl ej i dad tenporal proporcional al polinonio 2",

n: longitud de | a cadena.
Cada paso 1 m crosegundo.

Para n=10
M 10* s
M: 10* s

Para n=20
M 4*10* s
M: 1'05 s
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La clase P agrupa a todos los lenguajes que las maquinas de Turing aceptan en tiempo
polinémico o en un tiempo O(nY).

Decision de un lenguaje

M decide un lenguaje L si dada cualquier palabra w, la maquina arrancando con w
siempre termina su proceso, normalmente indicando si la palabra pertenece o no a un
lenguaje.

M decide un lenguaje L en tiempo polindbmico si existe un polinomio p(n) tal que la
maquina no da mas de p(|w|) pasos para conocer si w pertenece a L o no.

Si una maquina de Turing M acepta un lenguaje L en tiempo polinémico, entonces existe
otra maquina de Turing M’ que acepta el mismo lenguaje L en tiempo polinémico, pero
indicando su aceptacion parandose con la descripcion instantanea final (S®Y) S=estado
final.

Y: la cadena pertenece al lenguaje.
N: la cadena no pertenece al lenguaje.

La maquina M’ seria asi:

#
RoSrRR*LoL#R —>My— > R. —> P ———

# \—> PRYL

| nt roduci endo: #ow* oo

Mo ejecuta las acciones de la maquina y da como maximo 4 pasos adicionales cuando
encuentra los simbolos * o # completa su tarea en no mas de 4p(Jw|). La parte con datos
de la cinta de entrada no es mayor que:

K = |wl+3+4p(jw])

Esto quiere decir que se requiere un maximo de 3K+4 pasos. Para borrar la cinta, escribir
una Y y retroceder la cabeza de L/E al extremo izquierdo de la cinta.

Una maquina de Turing puede decidir si una cadena se encuentra 0 no en un lenguaje.
Los lenguajes que no cumplen esta condicion seran lenguajes aceptables. Los lenguajes
independientes del contexto son todos decidibles. Los lenguajes estructurados por
frases son todos aceptables.

Lenguajes decidibles

La clase NP: una maquina de Turing no determinista (MTND) acepta un lenguaje L en
tiempo polindbmico si existe un polinomio p(x) tal que para cualquier palabra w
perteneciente a L, la MTND acepta w realizando no mas de p(|w|) transiciones o pasos.

La clase NP es la clase de lenguajes que la MTND acepta en tiempo polindmico. Esta
claro que Pl NP, pues la MTD se puede convertir a MTND, pero ¢se cumple que P=NP?.

Es un problema que todavia esta por resolver.

Ej enpl o: Probl ema de deci si 6on del viajante.
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Se tiene un conjunto V de n ciudades. Se conocen |as
di stancias d(Vi,Vy) entre |as ciudades V;,V,. Se establ ece
una di stancia del viaje total d.

¢(Exi ste una forma de viajar entre |las ciudades de nanera
gue se visite cada ciudad y que la ruta finalice en |a
ciudad de origen, sin exceder |a distancia maxi ma?

Vanos a conprobar todas |as rutas posibles:

a d(v,,v ) +dV,,,v,) £d

1£iEn

El algoritno tiene conplejidad factorial. Podenbs crear una
maqui na de Turing no determ nista que acepte el |enguaje L,.
Esta MIND genera una ruta entre | as ciudades de forma no
determ nista, evallUa la ruta generada, si la ruta es corta,
la MIND se detiene, si no entra en un bucle infinito.

L, pertenece a NP y no puede afirmarse que sea decidi do en
ti empo polindnm co.
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